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Ejercicio 1
a) (1 punto) Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
@ =+ 900 =In(1-5)+ ¢’
fx = 9 =In x e

b) (1 punto) Estudia la derivabilidad de la funcién dada por:

—x%2+4x+7 si x<3

= 18
f&) —+5 si x>3
x
SOLUCION:
a)
xZ
fx) = ——
(1+3x)2

1 -1
, 2x-(1+3x)5—x2-%(1+3x)7-3
f1e) = 1+ 3x

9'() == (5)+ e’ . 14x

b) Primero estudiamos la continuidad:

(—o0, 3): Se trata de una funcién continua y derivable por tratarse de un polinomio

(3, ): Se trata de una suma de un polinomio con una funcion racional, que presenta una
discontinuidad (division por cero en este caso) en el punto x=0, que no pertenece a la regién de
definicion, por lo tanto, también es continua y derivable en este intervalo.

x = 3:
e Af3)?7f(B) = -32+4-3+7=10
o (;Eljlci_r)réf(x)?

e lim f(x)= lir;q_(—x2 +4x+7) =10
X—

x—3"
. _ i (18 _
o lim f(0 = m(x +5)=11

Los limites laterales son diferentes, por tanto no existe el limite en 3 y la funcidn no es continua, por
lo que concluimos que no es derivable en x = 3.

Conclusion: f(x) es derivable en R — {3}




Ejercicio 2
a) (1,25 puntos) Calcula los valores de los pardmetros a, b y ¢ en la funcién
f(x) =ax®—bx +c,
sabiendo que pasa por el origen de coordenadas y que tiene un maximo en el punto (1,4)
SOLUCION:
Como pasa por el origen de coordenadas se cumple que:
f0O)=0=2a:-0-b-04+c=0=c=0
También pasa por el punto (1,4):
f()=4=a-1-b-1+c=4=a—-b+c=4
Y como tiene un maximo en ese punto se cumple que:
f'(1)=0=3a-1-b=0=3a—-b=0
Por tanto, hay que resolver el sistema dado por:

c=0 c=0 c=0
a—b+c=4;> a—-b=4 >a=-2
3a—b=0 2a—b=0

Por tanto:

b) (1,25 puntos) Paraa=b =c =1 calcula la ecuacion de la recta tangente que pasa por el punto
de inflexion

SOLUCION:

Calculamos primero el punto de inflexion, para ello anulamos la segunda derivada:
fxX)=x3-x+1
fl(x) =3x2-1
f"(x) = 6x

Que nos da:
f'"x)=0=>6x=0=>x=0;

Por tanto, hay que calcular la recta tangente en el punto de coordenadas (0, f (0)) = (0,1)
Tenemos:a=0; f(@=f(0)=1 f'@=f'(0)=-1
Que sustituyendo en y — f(a) = f'(a)(x — a) nos da finalmente:

y—1=-1x-0)=>y=1—x
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Ejercicio 3
., 2x2
Dada la funcion f(x) = =7 calcula:

a) (0,5 puntos) Dominio, puntos de corte con los ejes y asintotas

b) (0,75 puntos) Intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos
c) (0,75 puntos) Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion

d) (1 punto) Con los datos obtenidos, dibuja su grafica

SOLUCION:

a) Tenemos un cociente de polinomios, por lo tanto el dominio es R excepto los valores que anulan el
denominador.

x*—-1=0=>x=+1
O sea:

Dom(f) =R—{-1,1}

Para el corte con el eje x resolvemos f(x) = 0:

2x?
21" 0=>x=0;
Para el corte con el eje y se debe cumplir x = 0;
©0) = 2-0? _ 0
O =51~

Con lo cual, la funcion corta a los ejes solamente en el punto (0,0) , que es el origen de coordenadas.

Punto de corte con ejes: (0,0)

Las asintotas verticales las buscaremos en los ceros del denominador, por lo tanto, calcularemos los
limites lateralesen +1 y -1,:

2x2 . 2x? . 2x? . 2x?
= o0 = —00 im — lim = 0
x—>—1—x2-1 xo—1+ x2-1 xo1— x%2-1 xo1t x%2-1
{xo} | {f(xn)} {xn} | {f(xn)} o} | {f(xn)} {xo} | {f(xn)}
-1,1 11,52 -0,9 -8,52 0,9 -8,52 1,1 11,52
-1,01 101,502 -0,99 -98,50 0,99 -98,50 1,01 101,502
-1,001 | 1001,5. -0,999 | -998,5 0,999 |-998,5 1,001 | 1001,5.

Comprobamos que, efectivamente, hay asintotas verticales en -1 y +1. Sus ecuaciones son:

x=—-1y x=1




Para las asintotas horizontales calculamos los limites en +oo:

2

lim Z-1-% (IND); Pararesolver dividimos por x? numerador y denominador:
X—00 -_
li 2 ___Z 2
v 1 1-0
1-%
2
lim =— (IND); Pararesolver dividimos por x? numerador y denominador:

X——00 xZ — 1

li 2___*2 =2
x—l>r—nool 1 1-0

Por tanto, la asintota horizontal, véalida tanto en +co como en - es la recta dada por:

y =2

b) Para estudiar crecimiento, decrecimiento y extremos relativos, utilizaremos el signo de f'(x)

gy Ax (-1 2% (2x)  —4x
f (.X') - (XZ _ 1)2 - (xz _ 1)2 (*)

Esta funcion puede cambiar de signo en los ceros del numerador (ceros de la funcion) o en los ceros
del denominador (discontinuidades). EI numerador se anula en x=0, y ya hemos visto anteriormente
que el denominador lo hace en x = £1, por tanto obtenemos las siguientes regiones donde el signo
permanece constante:

2 ’ ___2 , _—_8
pep=Sso  FE09=gem0  SOPZpes0 S@=g

'l
xX=-1 x=0

f(x) es creciente en (—o0,—1) U (—1,0)
Por tanto: f(x) esdecreciente en (0,1) U (1, o)
f(x) tiene un maximo relativo en x = 0 (el valor del maximo es f(0) = 0)
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c) Para el estudio de la curvatura y puntos de inflexion utilizaremos el signo de f"(x). Derivando

una segunda vez en la expresion (*) obtenemos:

pon =4 (2 -1)? = (—4x) - 2(x2 - 1) - 2x _ 12x2 + 4
f"x) = 1) =

Podemos comprobar que el denominador no se anula nunca ya que la ecuacion
12x2+4 =0 (*x)
no tiene solucién, por tanto f"'(x) nunca se anula y no hay puntos de inflexion.

Para el denominador obtenemos
x?2-12=0=>x=4+1

Con lo cual nos quedan las siguientes regiones de signo constante para f" (x)

f'=2>0 [ =2<0 fr@=2>0
| |
U x=-1 m x=1 U
Por tanto:

f(x) es concava vista desde arriba en (—oo, —1) U (1, )
f(x) es convexa vista desde arribaen (—1,1)
f(x) no tiene ningun punto de inflexidn, ya que la segunda derivada no se hace nunca cero (**)

d) _Finalmente, la grafica quedaria:
eje y

y=2

eje x

-6 -5 -4 -3 -2 .




Ejercicio 4

Los beneficios en miles de euros, B, que obtiene una empresa dependen del gasto en publicidad en
miles de euros, X, segun la siguiente funcién:
4x+10 si 0<x<5
B(x) = {50x + 80

[ >
w1 S xS

a) (1 punto) Justifica que B es una funcion continua

b) (1 punto) ;A partir de qué gasto en publicidad disminuye el beneficio? ¢ Cual es el maximo
beneficio? ¢Para qué valor de gasto en publicidad se alcanza?

¢) (0,5 puntos) Calcula la asintota horizontal e interprétala en el contexto del problema

SOLUCION:
a) Para el estudio de la continuidad consideramos tres casos:
1. x€][0,5)
Se trata de una funcién polinémica, asi que tenemos garantizada la
continuidad en este intervalo.
2. x €[5, m)

Se trata de un cociente de funciones polindmicas, cuyo denominador se
anulaen x = _1/2 , que no pertenece al intervalo de definicion, por lo
tanto, también es continua en este intervalo.

3. x=5

Para comprobar la continuidad en este punto aplicamos la definicion

e ;3AB(5)?

50-5+80 _ 330
2:5+1 11

Respuesta: B(5) = = 30

o ;13 chl_rg B(x)?

Respuesta (calculamos los limites laterales):
lim B(x) =lim(4x + 10) = 30
x—->57 x—5
(SOx + 80)
2x +1

= lim B(x) = 30
— x—5

Jip,56) =i

-5
* (f)=1lmB(x)?

Respuesta: Por los apartados anteriores se observa que se cumple, por
tanto B(x) es continuaen x=5.

Conclusion: B(x) es continua en todo su dominio de definicion
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b) Para este apartado estudiamos la monotonia y los extremos relativos. Para ello utilizamos la primera
derivada:

4 si. 0<x<5

B'(x) = —30 .

—— Ssi x=5

(2x + 1)
Es directo comprobar que B’(x) es positiva en [0, 5), y negativa en (5, «0), mientras que en X =5 no
esta definida (ya que pasa de tomar un valor positivo a la izquierda a un valor negativo a la derecha,
lo que nos da a entender que hay un vértice o punto anguloso en x = 5), aun asi, hemos visto
anteriormente que B(X) es continuaen x =5

Graficamente:

B'(x)>0 AB'(5) B’(x)<0

0 X=5

Por tanto:

El beneficio disminuye a partir de un gasto en publicidad de 5000 €
El maximo beneficio se consigue gastando en publicidad 5000 € (ya que hay un maximo en X = 5)
Este beneficio maximo es de 30000 € (ya que f (5) = 30

¢) Launica asintota horizontal que existe es en +oo,

50x+80 oo

;1_{2) B(x) =J£1_)r£1o x 1 o (Indeterminacion)

Para resolver la indeterminacién dividimos por la maxima potencia de x y obtenemos:

50 +—8x0 50
lim —1 :7 =25
X—00
2+§

Que en el contexto del problema podemos interpretar de la siguiente manera:

Cuando aumentamos mucho la inversion en publicidad, los beneficios se acercan cada vez méas a
25000 €




